1. SUCESIONES Y SERIESENR
1.1. NUMEROS ENTEROS Y RACIONALES

L os nimeros que basicamente vamos a tratar sonlos reales. Estudiaremos sucesiones de nimeros reales, funciones
devariablesreales,... Pero antes de definir los reales vamos a hacer un breve repaso de los nlimeros mas sencillos:

Llamaremos N={1,2,3,...} a conjunto de los nimeros naturales, Z={...,—2,-1,0,1,2,...} a de los enteros y
Q={p/q, py qenteros, gt 0} al conjunto delosracionales. La sumay el producto de dos nimeros naturales cual esquiera
son también naturales, pero su diferencia puede no serlo. Si es entero la diferencia de dos enteros. El cociente de
racionales esracional, pero nolo es, en general, el de dos enteros. Los tres conjuntos son conjuntos ordenados por la

relacion ">" (ser mayor que). Con palabras més matematicas, y refiriéndonos al mayor de los tres conjuntos, se dice que
Q es un cuerpo ordenado, es decir, que satisface |as propiedades (a,b,cl Q):

Propiedades de cuerpo: Existen dos operaciones"+" y
1) + y - sonasociativasy conmutativas
2) secumplelapropiedad distributiva: a: (b+c) = a-b+ac
3) existen elementos neutros O respectoa+ y 1 respectoa- : atO=a, ar-l=a"a
4) existen elementosinversosrespectoa + vy -

"as$-atadqueat(-a)=0, "a0 sal taqueaal=1

Propiedades de orden: Existe unarelacion ">" que satisface:
5) dado a, obien a0, 0 bien -a>0 o hien a=0
6) s ab>0 también atb>0, a-b>0

gue cumplen:

[A partir sdlo de lo anterior se pueden definir |as otras operaciones y desigualdades: a—b=at+(-b) ; alb=ab! :
ss niN, a'=a-+anveces ;...; b>asi b-a>0; b<asi a>b; bda s b>adb=a; bfas a&b]

[N y Z no son un cuerpo: N no posee inverso siquierarespecto delasumay Z no lo tiene respecto a producto.
El conjunto R de los reales que trataremos en la préxima seccion poseera todas estas propiedades y ademas otra.

Observemos que entre dos racionales p>q , por cercanos que estén, existen infinitos racionales. En efecto,
r1=(g+p)/2 esotro racional que se hallaentrelos dos. Otros infinitos son ro=(g+r1)/2, r3=(q+r2)/2, ... ]

[Se supone que son conocidos los significados de los simbolos " (paratodo), $ (existe), b (implica), U , ...
y que se han visto propiedades | 6gicas sencillas que se utilizardn en alguna demostracién como, por gemplo, que
laafirmacion pb g esequivalenteala (nog) P (no p) . Otros conocimientos que se presuponen son las ideas
y simbolos bésicos de lateoria de conjuntos; E (unién), C (interseccion), I (contenido en), T (pertenece), ... ]

Repasemos algunas otras definiciones y propiedades relativas alos naturales, enteros y racionales:

Demostraciones por induccion.

Supongamos gque queremos demostrar una afirmacion, que llamaremos P(n) , que depende de un
nimero natural n. Demostrar P(n) por induccion consiste en:

i) demostrar P(1) (esdecir, quelaafirmacion esciertasi n=1)
i) demostrar que P(n) b P(n+1) " n (suponiéndolaciertapara n se demuestrapara n+1)

Hecho esto, como P(1) escierta, por ii) tambiénloes P(2) . Y por tanto también P(3) .Y P(4) ...

n(n+1) n(n+1)
2 2 ’
[recordemos que € simbolo de laizquierdade la dltimaigualdad se lee 'sumatorio de k desde 1 hasta n']

P(l) escierta 1= M . Probemos ahora P(n+1) suponiendo cierta P(n):

n+1
_ . . (n+1) +(n+1) = (n+1)(n+2)

a ké}lk + (n+1) = [estamos suponiendo cierta P(n)] = 5

n
Ej. Demostremos por inducciéon que 1+2+...+n= , 0 Seq, en otros términos: él k =

Qo
>
1



Maximo comun divisor y minimo comudn multiplo:

Dadosdos naturales n y d sediceque n esmultiplode d (oque d esdivisorde n) s n/d
es también un natural. Desde luego, todo n tiene al menos dos divisores: e 1 y el propio n. Si
estos son sus unicos divisores dice que n es primo. Un conjunto de enteros ng,...,nx admite
siempre un divisor comun atodos ellos: el 1. Se [lama méximo comun divisor a mayor natural que
divide atodos €ellos (y lo denotaremos por mcd[ny,...,nx] ). Por otra parte, dados los ng,...,Nk
existen naturales que son multiplos de todos €ellos (por glemplo el producto de todos). Se llama
minimo comun multiplo ( mecm[ny,...,Nk] ) @ menor nimero con esta propiedad.

Hallar el med y e mem de una coleccién de naturales es facil una vez calculados todos los
divisores primos de cada uno de €llos, o que puede ser muy largo si 10s nimeros son muy gordos.

[Para hallar estos divisores conviene conocer las reglas de divisibilidad por nimeros sencillos:
recordamos que un entero esdivisblepor 3 (y por 9) s y sdlo s 1o es la suma de sus cifras;
divisible por 4 (por 8) si o son sus dos (tres) Ultimas cifras; por 5 si acabaen 0 oen 5 ; por
11 i ladiferenciaentre la sumade las cifras que ocupan un lugar par y la suma de las que ocupan
lugar impar es un multiplode 11 (incluido el 0)].

Otraformade hallar e mcd[m,n] , que tal vez no sea conocida, es utilizar € algoritmo de Euclides:

Sea m>n . Dividamos m entre n y llamemos q; a cocientey r; a resto: m=qgn+ry .
Dividamosahora n entre ry : n= qyrqy +r,. A continuacion ry entre r,: r{ = Qsfo + 3.
Proseguimos asi hasta que €l resto sea cero. EI mcd[m,n] es entonces € Ultimo resto no nulo.

m.n

Calculado e mcd, sepuede hallar e mem  utilizando que: mcm[m,n] = medim]

[Parahadlar e mcd[nq,...,nk] sepuedecacular ny=mcd[ny,ny] , luego mo=mecdimq,n3], .... Andlogo parael mem]

Ej: Sean 2340y 6798. Como 2340=22.3% 5.13 y 6798=2.3.11.103, mcd=6 y mcm=2°.3°.5.11.13.103=2651220

Euclides: 6798=2.2340+2118, 2340=1.2118+222, 2118=9.222+120, 222=1.120+102, 120=1.102+18,
102=5.18+12, 18=1.12+6, 12=2.6 ® mcd=6, mcm = 2340.6798 / 6 = 2651220 .

Expresiones decimales. Existen infinitos nimeros irracionales.

Un racional puede ser expresado de infinitas maneras diferentes como fraccion p/q (de ellas, se llamairreducible a
laquetieneel denominador mas pequefio posible, 0 sea, aguellacon p y q sin divisores comunes). Otra forma de
precisar de forma tnica un raciona es dar su expresion decimal, que o bien tiene sdlo un nimero finito de decimales o
bien tiene ademés un nimero finito de decimales que se repiten periddicamente ( 7/8=0.875 es un gjemplo de laprimera
situaciony 8/7=1.142857142857... lo esdelasegunda).

Pensando en la expresién decimal vuelve a estar muy claro que entre dos racionales existen otros infinitos y que
podemos encontrar un racional o préximo que queramos a otro dado. Sin embargo, a pesar de estar tan juntos, aparecen
de formanatural (ya desde los griegos) otros nimeros que no son racionales (es decir, irracionales; su expresion decimal
tendrd infinitos decimal es no repetidos periodicamente). Por giemplo, € teorema de Pitégoras asegura que |a hipotenusa
de un triangulo rectangulo con catetos de longitud 1 mide V2 unidades de longitud. Es f&cil probar que V2 no es
racional. Para hacerlo, vamos a suponer que lo esy Ilegaremos a una contradiccion (reduccién al absurdo): sea v2 =pl/q
fraccion irreducible. Entonces p2=2¢? . Asi p2 espar, con lo que también debe serlo p (los cuadrados de pares son
pares e impares los de losimpares) y por tanto es de la forma p=2m . Asi pues, 2m2=c? y ¢ también es par, en
contradiccién con la suposicion de que p/g fueseirreducible.

[Demostrar que otros niimeros famososcomo p 0 e son irracionales es bastante més complicado]

Observemos quelasuma z deunracional p y de un irracional x es necesariamente otro nimero irraciona (s
fuese z racional, entonces seria x=z—p también racional). Y lo mismo sucede, si € racional p! 0, con su producto
(se prueba casi igual; que conste que sumay producto de irracionales puede ser racional, por gjemplo, V2+(—=/2)=0 y
V2v2 =2). Conocemos ya, pues, infinitos irracionales: todos los de laforma p+qv2 , con p,gl Z . Con esto podemos
yaver que también entre dos racionales cualesquiera, por muy proximos que estén entre si, existen infinitos irracionales
(por ejemplo, si p>q son racionales, g+(p—q)V2/n, con n=2,3,... , son infinitosirracionalesy es f&cil ver que estan
entre uno y otro). También entre dos irracionales hay infinitos racionales e irracionales (parece bastante claro con la
expresion decimal). O entre un raciona y unirracional.



1.2. EL CONJUNTO R

¢Qué son exactamente |os nimeros reales? Sabemos que 5, -8/5, V2, p, e,... lo son, que los tres Gltimos no son
racionales y no se pueden expresar sin utilizar infinitos decimales, que no se pueden escribir como una fraccién. Se
saben resolver algunas ecuaciones con coeficientes reales, trabajar con desigualdades... Se podria trabajar solo con esta
ideaintuitiva, pero en mateméticas a veces laintuicion engafia. Convendria tener una definicién rigurosadel conjunto R
delos nimerosredes. Lo mas serio (pero muy largo) seria construir los reales a partir de los racionales. Para ahorrar
tiempo, definiremos R como un conjunto de objetos bésicos que satisfacen unas propiedades dadas que tomaremos como
axiomas (s se construyese R estas propiedades serian teoremas que habria que demostrar). De ellas se podrian deducir €l
resto de propiedades que nos permiten hacer célculos con reales (tampoco |o haremos (seguiria siendo demasiado largo),
pero esinteresante leer el Spivak paraver como se hace). Asi pues, definimos a partir de las propiedades vistas paraQ

Axiomas del R esun conjunto que posee las propiedades 1), ..., 6) decuerpo
conjuntoR ordenado y ademés satisface € axioma del extremo superior

Este (ltimo axioma (que vemaos un poco mas adelante, pues exige alguna definicion) serd el que nos distingue R deQ .

Gracias a orden existente en R tiene sentido la representacion usual de "_
R como una linea recta, asociando a cada nimero real un punto de la L (;2 ep | —i
5

recta. Es tan comdn que se utilizan indistintamente los términos "_?,5: 0 t—ete—
"conjunto de nimerosreales' y "rectarea"”; "nimero rea"y "punto”.

A partir exclusivamente de los axiomas se podrian demostrar todo el resto de propiedades de los
numeros reales que se habran utilizado en cursos anteriores. Repasamos sin demostrarlas algunas
referentes a desigual dades, porque suele haber problemas en el trabgjo con ellas:

Teor:| a<bp atc<bt+c,ac<b-c a<b,c<dp ac<bd, s ab,c,d>0
a<b,c>0pb ac<bc,alc<blc alc<b/d U ad<hbc, s ab,c,d>0
a<b,c<Op ac>bc,alc>bic a<b 0 l/a>lb, a&<b?, va<vb, si a,b>0
a<b,c<dp atc<b+d,a-d<b-c l<abp a<& ; O<a<l b a&

[todas |as desigual dades son vélidas sustituyendo los < por £ (menos los >0 6 <0)]

[A lo largo del curso (y como siempre se hace)Va representara siempre solo laraiz positiva del
nimero & 0; el otro niimero real cuyo cuadrado es ese nlimero a se debe representar por —a]

A cadareal x le podemosasociar un real positivo [x|, valor absoluto de X, definido por:

IX| _\/_2_1 xsix0 [X| representaladistanciade x a origen 0y |x-y| m |X|0: bl y:
VX _} —X si XEO ladistanciadex ay (tanto si x>y como si y>x) I -y I
Propiedades inmediatas a partir de ladefinicion son: [x|?=x?, |x|=|-x|, xy|=Ix|ly|, —IX|EXE|X]

Probemos otras que utilizaremos en muchas ocasiones:
Teor: ) - . = | .
Sea a0: [x|Ea 0 —-afxfa ; [|xj<ka 0 -a<x<a 1= i ot

P) s [xlfap —|x|*—-ap —aE-|x|EXE|X|£a
U) sea —aExfa ; X0, |x|=x£a ; s xEO, |x|=—x£a ; por tanto, paracualquier x, |x|Ea
[con € < estricto se demostrariaigual; del teorema se deduce, desde luego, que |2 a U 6 x£-a 6 afx ]

Teor: | \x+y| £ x|+ly| (desiqualdad triangular) ; [XI-ly|£x=yIE[x|+ly] ; | XI-lyl | £ [x=y]

(Ix+yD)? = (x+y)? = x2+2xy+y? £ XI2+2[x]lyl+ly1? = (IXI+lyD? P [x+y| £ x|+ ly]
IX|=[x=y+y[Ex=y[+ly| b [XI-IYIEIX=y] ; IX=y|=[X+(=Y)[E[x]+]=y[=[x]+]y]
IXIHIYIEX=yI 5 IYI-XIEX=y] P IXI-ly[* =Ix=y| P [ IXI-ly] | £ [x-yI



Paraenunciar el axiomadel extremo superior necesitamos unas definiciones previas.

Un conjunto Al R se dice acotado superiormente s existe Ki R tal que aEK paratodo d A
Un conjunto Al R se dice acotado inferiormente si existe Ki R tal que & K paratodo d A

A un K con esa propiedad se le llama cota superior (inferior) de A
A sedice acotado si |0 esta superior einferiormente (0 $K taque [dEK "d A)

Por egemplo R+:{x: x3 0} no esta acotado, aunque si |0 esté inferiormente (por —p , por el propio 0...)

Z no esta acotado ni superior, ni inferiormente.
cotas superiores: V93 , 7 (la menor), ... ]

A={x: 0Ex<7} ® 7 esta acotado [ cotas inferiores: —13, 0 (la mayor),...

cotas superiores: p, 1 (lamenor),... ]
cotas inferiores: —=3, 0 (la mayor),...

0 «<— 1/3 1/2 1
—HH—A———— +

1 -
B={ _:nl N} tambiénloesté[

Extremo superior (0 supremo) de un conjunto eslamenor de sus cotas superiores. Matematicamente:

Si R ese extremo superior o supremo de A [ supA ] si:
i) S escotasuperior de A, ii) s K escotasuperior de A entonces SEK

[andlogamente se define extremo inferior o infimo de A [ infA ], mayor de las cotas inferiores]

El supA puede pertenecer onoa A ; s pertenece se lellamamaximo, es decir:

MI R es e maximo de A [maxA] si MT Ay &M paa todo al A | (analogamente, minA )

7 esel supremodel A de antes (es cota superior y no hay cotas més pequefias), pero no es maximo, puesi A ; 0 es
su minimo (y por tanto, su infimo). Parael conjunto B, 1 esel maximo (y supremo) y 0 el infimo (no minimo).

Axiomadel extremo superior: | Todo conjunto no vacio de nimeros reales acotado
superiormente posee extremo superior

[no es dificil demostrar que la afirmacion: "todo conjunto no vacio de nimeros
reales acotado inferiormente posee extremo inferior” es equivalente al axioma]

Este axioma precisalaideaintuitiva de que los nimero reales "llenan del todo" la recta real. Como ocurria con los
racionales, se tiene que entre todo par de reales distintos existen infinitos reales (infinitos racionales e infinitos
irracionales). Pero a pesar de que los elementos de Q también estén "tan cerca unos de otro como queramos’, sin
embargo dejan "huecos' entre ellos (los puntos ocupados por los infinitos irracionales). Por eso hay conjuntos acotados
en Q que no tienen supremo. Por gemplo, {x1 Q: x2<2} es

un subconjunto de Q con cotas superiores racionales ( 3/2 , por 3/2
giemplo) pero no existe ninguna en Q que sea la méas pequefia. t 5| —
Dadacualquier cota racional siempre puedo encontrar otra menor - Q &iQ

(més cercanaal irracional 2 ). El mismo conjunto, visto como
subconjunto de R debe tener supremo: V2 lo es.
Aunque hay infinitos racionales e infinitos irracionales e nimero de
11> 12 _1U3—> 14 — irracionales es un infinito "mayor" que el de los racionales (dos conjuntos,

/ / / finitos o infinitos, tienen el mismo nimero de elementos si se puedehacer
2/1 2/2 213 2/4 una biyeccion entre ellos). El nimero de racionales es el mismo que el de
\l{ / / enteros (0 €l de naturales, que también es el mismo), ya que se puede hacer

correspondera cada entero un racional y viceversa (mateméticamente se
31 /2 33 34 dice que Q es numerable) como sugiere el esquema de la izquierda. Los

z

irracionales (y por tanto los reales), sin embargo, no se pueden poner en

|k
biyeccion con N (pero esto es algo mas dificil probarlo).



Def:

Ejemplos: [a,b] no es abierto porque no todos sus puntos son interiores; hay dos de ellos que

Def:

Def:

Ejemplos: [a,b] . Localicemos sus puntos de acumulacion: cualquiercl [ab] no es de

0
+0m

Llamaremos

Esdecir, s Ilamamos B*(p,r) = B(p,r)—{r} ={x: 0<[x—p|<r} ,

L os siguientes subconjuntos de R nos van a aparecer un monton de veces en el curso:
Intervalos dados a<b se define:

intervalo abierto (ab) ={x: a<x<b} ; intervalocerrado [ab] ={x: aExEb}

ay b nopertenecen —Om——— ay b sipertenecen —QE—————
a b a b
Y también:

[ab) = {x:aEx<b} ; (ab]={x: a<x£b} ¥ 1o esringin nimero
(@¥)={xa<x} ; [a¥)={x: aEX} no es ningdn nam
(=¥ ,b) ={x:x<b} ; (=¥,b]={x: x3h} real, es solo notacion]

Los intervalos abiertos y cerrados son casos particulares de un tipo de conjuntos importantes en
mateméti cas mas avanzadas: |os conjuntos abiertosy cerrados. Vamos a definirlos (a,p,IT R, Al R).

entorno de centro ay radio r>0 a B(a,r) = {x: |x—al<r} = (a-r,atr)

[esdecir, a intervalo abierto delongitud 2r centrado en a: _ 3 c———]

Sea AIR y d A. a espuntointeriora A s existe r>0 ta que B(ar)i A
A esabierto si todos sus puntos son interiores.

no lo son: ay b (los demés si lo son); por muy pequefio que tomemosr, B(ar) no '('O')—H-)-%—
esta contenido en [a,b] (hay puntos de B(ayr), losdelaizquierdade a, quel [ab] ).
0 x 2

(0,¥) si es abierto, pues todos sus puntos son interiores. En efecto, sea
xI (0,¥). $r=x (o cualquier otro real <x ) tal que B(x,r)=(0,2x)| (0,¥).

Sea Al R. p espunto deacumulacionde A s entodo
entorno de p existen puntosde A distintosde p.

[ p notienequeestar en A ]

B*

— OO u—)—

p esdeacumulacionde A s "r>0, ACB*(p,n)! £. p—r p pi

A escerrado s contiene atodos sus puntos de acumulacion

o O——g—
acumulacidn, ya que un entorno suyo suficientemente pequefio no contiene

a b
ningun punto del intervalo; todo ¢l [a,b] (incluidos a y b) es de acumulacion pues cualquier entorno
suyo contiene ¥ puntos de [a,b]. Como [a,b] contiene atodos sus puntos de acumulacién, es cerrado.

(0,¥) no es cerrado, pues G (0,¥) y es de acumulacion del conjunto.

{1/n: nl N} tiene un dnico punto de acumulacion (el 0) que no pertenece al

0 & U3 12
conjunto: no es cerrado. Ni abierto, pues ninguno de sus puntos esinterior. o

Teor:

A escerado sy solos sucomplementario R-A esabierto

Sea A cerrado: tomemos cualquier ad R—A U a A b a noesdeacumulacionde A p

$r tal queB(ar)CA=£ p B(ar)i R-A p R-A esabierto

Sea R-A abierto. Probemos que A es cerrado probando: "a AP a noesdeac. de A" :

sea d Ab d R-Aabiertop $r/B(ar)i R-Ap B(ar)CA=/& b a no esdeacumulacion.



Unos gercicios de repaso de todo |o anterior. Los primeros para repasar desigualdades y val ores absol utos:

Determinemos todos los reales x que satisfacen:

x2+ 253 | S x=0, no esta definido. Ademés: _—
X

s x>0, ladesigualdad equivale a x3-3x+2 = (x=1)2(x+2) >0 ® todo x>0 con x!1.
s x<0, cambialadesigualdad: x3-3x+2= (x-1)2(x+2) <0 ® todo x<-2.
Resumiendo, los x buscadosson: {x: x<-2 6 0<x<1 6 x>1} = (=¥,—2)E (0,1)E (1,¥).

|\/;< -2| = x | Si x<0, laraiz no et definida. Desarrollando (para x¢ 0) €l valor absoluto tenemos:

X:|\/;<—2|:} \/?( -2 si \/; 3 2, esdecir, si x34 0 : \/?( =x+2 si x34 b x2+3x+4=0
i 2-Vx si Vx £2, esdecir, s 0£ x£4 1 Vx =2-x si OF xE4 b x2-5x+4=0

El primero de los polinomios de segundo grado no se anula paraningin x real. El segundo para dos valores
x=1,x=4 (ambosen € intervalo [0,4] en que estamos trabajando). Pero solo esvdido x=1 ( |1-2|=1).
El otroreal x=4 no cumplelaigualdad: |2-2|* 4 (noslo hemosinventado a elevar a cuadrado).

x21| £3| 0 —8£x%1£3 0 2£x%£4 . b 5 Py

Laprimeradesigualdad se dasiemprey lasegundasi |x|£2,0seas xI [-2,2] .
Podemos llegar alo mismo discutiendo las posibilidades del valor absoluto (mas largo):

X2E4 s [xP1 ® 1E|x|E2

2 1six|°1 g
x23_2s |x|£1 ® todo |x|£1

i
3 x21| =i X 5
T 1-x“ si |x|£1

Probemos ahora que paratodo x secumple | -8 £ |[x-5|-|x+3|£8

Los teoremas vistos aseguran que |X|-5£ |[X=5|£|x|+5 y que |x|-3£|x+3|£]x|+3 . Por tanto:
|X=5|—|x+3| £ x|+5-[|x|-3] =8 (mayor-menor) y |x-5|—|x+3|3 |x|-5—[|x|+3] =—8 (menor-mayor)
También lo podriamos hacer expresando |os val ores absol utos segun los valores de X :

i 5-xXx—(—x-3)=8 si x£-3
1
|

[X=5|—-|x+3] = | 5—x—(x+3)=2-2x si —-3£X£5

X—5—(x+3)=—8 si 5£x
Si XxE-3 oS 5£x sesatisface. Ademds, s —3EXES : —6E£2x£10 , —10£E-2X£6 , -8E£2-2X£8

Estudiemos ahora si los siguientes conjuntos tienen supremo, infimo, maximo o minimo, y si son abiertos o cerrados:

| A={nl N:nesdivisor de 12} |. Esdecir, A={1234612 . 54 S S 4 ¢ %

1 esel minA (y por tanto su infimo). 12 esel maxA (y su supremo).

A no es abierto porque no todos sus puntos son interiores (ninguno lo es).
Es cerrado, pues contiene a todos sus puntos de acumulacion (al conjunto f (no hay ninguno)).

‘ B={x: x3<—p} ‘ . Esdecir, B:(—¥,—\3/B). No tiene infimo (ni minimo). (o) @O} !

3 L. . N

El supremo es —/p (pero no esméximo). B es abierto (todos sus puntos son interiores).
., 3

B no es cerrado pues uno de sus puntos de acumulacién (—Vp ) no pertenecea B .



1.3. SUCESIONES DE NUMEROS REALES

{a} = a1, a, ..., an, ... €SUNasucesion: acadanatura n corresponde un real. Matematicamente:
Def:

Una sucesion de nimeros reales esunafuncion deN en R aNe®R
n® a(n)° ay

Una sucesién tiene por limite a si en cualquier entorno de a estan todos los términos de la sucesién salvo un
ndmero finito. Por gjemplo {1/n} =1,1/2,1/3, ... tiende hacia O ya que fijado un entorno cualquiera del origen
todos los términos de la sucesion a partir de uno dado acaban metiéndose dentro. Precisando:

Def: {a} tienepor limitea R (otiende hacia a o converge hacia a) s paratodo e>0 existe
un nimero natural N tal que paratodo natural N N es |a,—a| <e. Lo representaremos por
imam=a o apa
Si unasucesion { a,} no es convergente se dice divergente.
[El N deladefinicion no esunico: s |a,—al<e para n3 N, tambiénloespara n* N* si N*3N].
Formalicemos que %@ 0 : dado cudquier e (por pequefio que sea) liN
existeunNtanueﬁ<e.Portanto,si NN, |%—0|£%<e —————

Comoseve, el N depende e elegido (si €=0.01, bastatomar N=101,
pero para €=0.0001 debemostomar N=10001 o un nimero mayor).

Una sucesion divergente, por gjemplo, esla {(-1)"} =—-1,1,-1,1,... pues esta claro que no todos sus términos
apartirdeun N estédn enunentornode -1, ni de 1, ni de cualquier otro real. Aunque haya infinitos términos
delasucesion cercade 1 (por gemplo) hay otros infinitos que se escapan.

Teor: No es cierto que toda sucesin acotada sea convergente.
{an} convergenteb {a,} acotada Por ejemplo, {(-1)"} esthacotaday esdivergente.

Sea e=1 (por fijar un nimero); sabemosque SN /s N p |a)|—[a £ lan—al <1, |an| £ |a+1
Por tanto, si [lamamos M = max{|a|, ..., |an-1|, [a+1} entonces|a,|EM " n.

Definimos ahora un par de tipos importantes de suces ones divergentes (y no acotadas):

Def: {an} diverge hacia+¥ ( Ig’@rg a=¥) s "KsNta que"n®N setieneque a, 3 K
{an} diverge hacia—¥ (Igg a,=—¥) s "Ks$Ntal que" n® N setieneque a, £ K

[+¥ y —¥ son sdlo simbolos, no son ndimeros; estas sucesiones no convergen a ningn ndimero real |

2 2
n2;1 ® ¥ pues"K, n2;1 3 g >K si n3N con N cuaquier natural 3 2K .

-1,0,2,0,-3,0,4,... nodiverge hacia—¥ (apesar de que contenga términos tan pegquefios como queramos).

Por gjemplo,

Def: {an} escrecientes a £ a1 "N Ej: 13, 23, 33,... (no acotada, divergente hacia+¥)
{a,} esdecrecientes a,3 a+1 "N Ej: 1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,... (tiende hacia 0)
Cualquiera de las dos se dice mondétona

Teor: {a,} crecientey acotada superiormenteb {a,} convergente
{a,} decrecientey acotadainferiormentep {a,} convergente

El axiomadel extremo superior aseguraque {a,} tiene supremo a que ay
llamamos a. Veamos que a ese limitede{a,}: Sea e0, $N tal

gue ay>a—e (S no, exigtirian cotas més pequefias que a). Por tanto, s
s "N, a3 a,% ay>aeb |a,—a =aa,<e. [Andogalaotra] ae a



Dada{a,}, se llama subsucesion de {a,} a cualquier sucesion formada escogiendo ordenadamente
infinitostérminos de {&a,} , es decir:

Def: {an} =am, anp, ... conlos nj naturalestales que Ny <ny<-- es subsucesion de {a,}
; 111 1 1 011 1 - 1
Por gjemplo, VI IR 1,11,111,... 0 57158129 1 sonsubsuceaonesde{n} .

Estaclaroques {an} ® a también cuaquier subsucesion suya {an} ® a.

(Por tanto, si alguna subsucesion no tiene limite o si dos subsucesiones distintas
convergen hacia distintos limites, la sucesién de partida no puede tener limite).

A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de cosas. Por
giemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... tiene subsucesiones convergentes a infinitos limites distintos (a cada nimero
natural), otras que divergen a+¥ y otras que no tienen limiteni finito ni infinito; —-1,0-2,0-3,0,4,... tiene
subsucesiones quetienden a0y otrasa—¥; 1,2,3,4,... no tiene subsucesiones convergentes ...

El teorema siguiente es uno de esos tipicos de matematicas que aseguran que existe algo pero no nos dicen ni como es
ese algo ni como buscarlo (y parecen no servir para nada; pero éste nos aparecera en la demostracién de algin teorema).

Teor: | Toda sucesion acotada posee una subsucesi6n convergente QF by
Como {an} esté acotada, existe un intervalo cerrado [co,bo] E {&} . Dividimos [rmsessassssss
[Co,bg] en dos intervalos iguales. Uno de ellos, ad menos, contiene infinitos E ]bl
términosde {a,}. Le llamamos [c;,b4]. Volvemos a dividir y a elegir [c,,b,] CZE.......; b2
coninfinitos a ... Tenemos asi una sucesion de intervalos [¢,,by] , cada uno

con infinitos términos de la sucesion. La sucesién ¢,,C;,... €S creciente y %E"'ibg,
acotada superiormentepor by . La bg,b,... es decreciente y esta acotada I

inferiormente por ¢, . Asi ambas tienen limite y esintuitivamente claro que el

limite delas dos es e mismo. Le llamamos a . Construimos una subsucesiéon de {a,} que tiende hacia a : elegimos
angl [C.bo], any1 [c1,b1] con ny>ng (podemos pues hay infinitos ap en[¢;,by]),... No esdificil formalizar que an®a.

La siguiente definicion tampoco tiene mucha utilidad préctica, pero esimportante en matematicas mas avanzadas:
Def:

{&} esunasucesiondeCauchys "e $NI N tal que " nm3 N setieneque |an—am|<e

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequefia como queramos]

Parece claro que si 1os términos de una sucesion se acercan a un limite se acercaran también entre si, es decir, que
toda sucesion convergente va a ser de Cauchy. Y lo contrario también es cierto paralas sucesionesen R:

Teor: | 4.} converge U {an} esde Cauchy

P) Sea e>0,$N/k3NP |a—4 <g ; por tanto, si nm3 N, |ap—am| £ |an—al+|am—a| < g +g

U) Sepuede probar que: {an} esde Cauchy b {a,} acotada (demostracion parecida alade convergentes)
Asi pues, existe subsucesion {anj} convergente haciaun a. Veamos que todalasucesion {an}® a:
{an} deCauchy ® $N7/n,n®Ny b |an—an;|<e/2 ; {an} convergente® $N, /2Ny b |an;—a] <e/2

Por lo tanto: |ap—al £ |an—anj|+|anj —a| < efl2+e/l2=¢e si n3 N=méax{N1,N2} .

=€

[Un conjunto se dice completo s toda sucesion de Cauchy converge hacia un el emento del conjunto. Acabamos
dever que R lo es. Pero, por gemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy en Q que no convergen a un
racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida afladiendo decimales de p , que es de
Cauchy pero su limite se escapade Q). Ello se debe alainexistenciaen Q del axiomadel extremo superior].

Un dltimo sencillo resultado que relacionalos conjuntos cerrados y las sucesiones'y que también utilizaremos:

Teor: ; i 0 [paraabiertos es falso: hay sucesiones contenidas en un
I A P al A < ]
S {an}® ay {an} cerfado & A abierto cuyo limitel A, comola {1/n} | (0,1) ]

Pues el limite de una sucesion es un punto de acumulacién de ella, y, por tanto, también de A que es cerrado.




CALCULO DE LIMITES DE SUCESIONES

El cAculodelimitescon e y N es, en general, muy complicado. Pero, por suerte, se pueden probar
una serie de teoremas que permitiran calcular un montén de limites sin acudir ala definicion.

Teor | gi{a}® ay {b,} ® b entonces:
{avtbn} ® atb, {a,-bn} ® &b, {aby} ® ab ysi 0, {7} o 2
n

+) Dadoe, $N,/ e Nyp |an—al <5 y $Np/ e Npp Jonbl <35
Por tanto, |a,+bn—(a+b)| £ |an—al+|bn—b| < e s n® N=max{N,Np}
—-) Casi igua que +)
*) lanbn—ab| = [anbr—abnt+ab n—ab| £ |ar—a|bn|*+[br—Dl[al . Hagamos pequefio esto:
Como {bp}® b, dado e $Np/ ¥ Ny p |op- b|<2|al sa0 (ys a0, |bh—b|lal= O< )

{bp} convergente &etaacotada. $B/ |bn|<B y como {a}®a, SN/ M Nyb |ar—a| < e/2b
Lol

Por tanto:  |a,by—ab| < 2| q €
an _aj_ [ba—ab+ab—a| Ieh—al lallon—b| LlabKe _ & s _
Dl == Pl T E o e < 2k bl = © S e N=max{Ny,N2, N} donde:

como{bp}®bt 0, $N; /MmNy p |by|2 K>0 ,

como{bp}®b, $N, /M N, b |bn—b|<J92||';Te y como{a}®a, $N3/m N3b |an—a|<K—2e

L as operaciones que involucran las sucesiones que tienden a+¥ 0 —¥ son s6lo algo mascomplicadas
y vienen aformaizar laformaintuitiva en que se trabgja con los infinitos:

Teor: | Sean {cn}@ 0, {pn}®@ p>0, {an}® <0, {an} acotada, {in}® ¥ . Entonces:
{a|’1+|n}®¥ ' {an_|n}®_¥ ) {Cna"l}® O ’ {an/In}® o y
| {pnint®¥ , {gnin}® =¥, {i/pn}®¥ ,{in/On}®—¥ , ......
[como{cn}, {pn} Y{dn} estan acotadas, |os resultados con la{a,} son también ciertos con ellas]
Demostremos para no cansarnos demasiado solo un par de ellas, por ggemplo laprimeray la dltima:
Sea |an|EA , paratodo K , antin 3 in—A 3 K, pues in® K+A ,s n essuficientemente grande.
Si n grande in>0y $Q/ Q<q,<0p paratodo K, in/gn<in/Q<K, pues i,>QK s n grande.

Podriamos abreviar € teorema (jpero recordando que es sdlo una notacion!) escribiendo:

"acotx¥ =x¥"  "O.acot=0" ,"acot/¥=0" ,"1.¥=¥¢" | "(-1).¥=—-¥" [ "¥/1=¥" "¥/-1)=¥"

y Otros no escritos parano aargar mucho el teorema: "¥+¥=¥¢" | "¥ (+¥)=¥"  "(-1).(-¥)=¢",
Es tentador escribir también "1/0=¢" , pero estoes falso en general [ {(—1)n/n}® 0 pero
suinversa{(-1)"n} notienelimite] . Si escierto quesi {cn}® 0 y c>0, {pr/cn}® ¥.

Otra serie de limites (los que involucren potencias, logaritmos o funciones trigonométricas) los
podremos atacar gracias a estudio de limites de funciones. De hecho, hasta entonces no tendremos
bien definido e significado de p® si b no esracional. Por ahora, admitimos unos cuantos limites:

Teor: Sean {bn}®b, {cn}®0, {pn}@p>0, {gn}®0g<0, {in}@¥ . Entonces
ser{ bn}® senb, cos{bn}® cosb, In{pn}® Inp, In{in}® ¥, {pn Me pP,
{iPe¥ ,{i""e 0, {p"}®¥ s p>1,{pa"}® 0 s O<p<, {(1+cn)l/°“}® e

[eia Gltima, por gjemplo, se deducira del hecho de que la funcién (1+x)1X® e cuando x® 0 . El
nimero e»2.7182818... lo podriamos definir ya como el limite de la sucesion (1+1/n)" (se puede
probar que es creciente y acotada superiormente) pero lo definiremos de forma més rapida més adelante].
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A pesar de todos estos teoremas alln quedan | as |llamadas indeterminaciones que resumimos:

¥ 1¥’00’¥0

0
¥¥, 0¥, 0y,

Como siempre hay que interpretar estos simbolos en términos de sucesiones. Por gjemplo, la primera dice que s dos
sucesiones tienden ainfinito no se puede, en principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por efemplo n—n2® —¥ |
nn® 0 y n?-n® ¥ ). Pararesolver algunaindeterminacion puede bastar un trucoalgebraico, pero en muchos casos se
necesitan técnicas de limites de funciones como L'Hépital o Taylor y habréa que esperar hasta saber calcular € limite.

Ejemplos. Graciasatodo el trabajo con los e delosteoremas ahoraya casi nunca habra que acudir ala definicion.
3n2+(=1)" _ 3in+(=1)"n3 3n3+(=1)" _ 3+(-1)"/n3 3n+(=D)" _ 3n+(=1)Yn3 _ " ¥
n3+2n 1+2/n2 1 n3+2n 1+2/n2 1 n3+2n 1+2/n2 1

[las tres eran indeterminaciones y hemos tenido que reescribir la sucesion; en el célculo hemos utilizado varios teoremas:
n3=n.(n.n)® ¥ porque e producto de dos sucesiones que tienden a ¥ tiende a ¥; (—1)/n3® O porque "acotado/¥ =0";
3+(-1)"/n® 3 porgue la suma de sucesiones tiende ala suma de los limites; limites de cocientes, mas limitescon ¥ ...]

nd-1-n _ 1-1/n3-11/n ® "0 0" ohbien Vnd—1—n _ VUn-1nA-1n ® 90—
n2-/n Vn-7/n ¥-0 ’ " 2-nn 1-7mv/n 1-0

[agui hemos utilizado ademaés que Iim\/;q =Vlima, y "V¥ =¥" que son casos
particulares de |os limites de potencias vistos; |0 probaremos directamente en problemas].

Como se ve, paracacular limites de cocientes de polinomios y raices basta comparar |0s
términos con la méaxima potencia de numerador y denominador (y se podran hacer a 0jo).

=y

:3'

:O'

n3-1-n =n[Vn-1n2 —1] ® "¥.(¥-1) =¥" [hemos sacado factor comUn paradgjar claro que término manda)
e [Vnvn1][vh+dn+1] = 1

= Jrril ® 0 [los¥ eran del mismo ordeny hemos tenido que racionalizar]

Vn+/n+l
1+2+Jlrn g%r% > [l nimero de sumandos crece con n; no es cierto que como 2®0nuastrasuc&s|on también]
n n
2
n 3 " —w3_yr . 1/n-1 vl — 6n+1y™ w1l
[()"+Vn]°® "(acot+¥PB=¥3=¥" ; n ® ¥l=0 ; [25 ¥ =0
2 2 2 2/(3n2
zn2:; ™ =@ - 2+2) (Bn“+2n“/(3n"+2) @ el/3 [como 1/1¥ indeterminacion, buscamos & nimero €]
n n
3421l 142(2/3)N 40 1 . n?2 _  n? 1 _ _
3 Lion = 34p(23)n 34073 ' (7 = (n=7)(n-6) (n5)! ® 1.0 =0 (recordamosque n!=1.2...n)
n 13n

-1 1 DO cCONverge, pues tiene subsucesiones con diferentes limites (los pares® 13, losimpares® —13)

{senn} =0.8415..., 0.9093..., 0.1411..., -0.7568..., —0.9589..., —0.2794..., 0.6560..., 0.9894..., 0.4121..., ...
[las funciones trigonométricas siempre se escriben en radianes]; parece que no vaatener limite y se prueba
(no es nada fécil) que es asi; como es acotada, tendra subsucesiones convergentes, pero no sabemos cuales.

Calculemos el limite de a" paratodoslosvaoresde a sin hacer uso del teorema no demostrado:

s a1, a=1+h,conh>0, a"= (1+h)"=1+nh+... >nh>K " Ksingordo b a"® ¥

s a1,{1"M=111,..® 1 ; sid (01), Ya>1,a=yl/a"® "I/¥ =0" ; sia=0,{0"}=0,0,0,...® O

s d (=10, a=-)"(-a@"® "acot.0=0" ; sia=1,{(-1)"}=-1,1-11,... diverge

s a<-1, a'=(-1)"(-a", con (-a)"® ¥ : & toma valores grandes positivos y negativos; diverge.

Admitimos dos Ultimos limites que necesitaremos en series (se deduciran de los limites de funciones):

m " (por L'Hopital sera I|m = lim 1/X 1=0p xUXx=dmix@ =1)
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1.4. SERIES DE NUMEROS REALES

Queremos hacer "sumas de infinitos nUmerosreales’, llamadas series. ag+ap+ag+... = & &, .

1

>
1l Qo

Por ejemplo, "sumemos’ 1/5+1/52 +1/53 +1/54 +1/5% +... . Sumar un ndmero finito de términos siempre se
puede: lasumadelos 2 primeroses 0.24,ladelos 5 primeroses 0.24992 ,ladelos 10 es 0.2499999744 ,
Pero carece de sentido "sumar infinitas veces'. Cuando aparece la palabra"infinito" en matemdticas se acude a concepto
de limite. Dada unaserie, siempre podemos hacer la suma de los k primeros términos, que llamaremos k-ésima suma
parcid Sk = a;+...+a, . Parece natural decir que lasumade losinfinitos a, serael limitedelasucesion {S} . En €
giemplo anterior parece que este limite existe y parece ser 0.25 , pero este limite pudiera no existir para otras series.
Asi, paralaserie 1-1+1-1+1—... lassumas parcialesvan siendo S1=1, S»=0, S3=1, S4=0, ... , sucesion divergente.
Por eso, lo primero que miraremos es si la"sumainfinita" tiene sentido:

. ¥ k
Def: | Laserie a a, esconvergentesi lo eslasucesion { S} de sus sumas parciales con S= é an
En esecasosellamawmadelaserleal ||m Sk . Si laserie no converge, sedlcedlvergente

De ladefinicion anterior y de la propiedades de |os limites de |a sucesiones se deduce inmediatamente
que s suprimimos, cambiamos o afiadimaos un nimero finito de términos al principio de una serie, Nno
se altera su carécter de convergencia o divergencia (aungue si el valor de su suma, si es convergente).

(por eso, al hablar de convergencia podremos no escribir € n en que empezamos a sumar; incluso escribiremos sélo &)

También esta claro (por las propiedades de sumas y productos de sucesiones) que si a L3y Y abn
convergeny s ¢ escua qU|er numero real, también convergeran las series &[a,+bn] y aca, y que

é [an+bn] = é an+é b Yy é can=cé &
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

¢Como saber en laprécticas una serie converge o no? ¢Cuanto vale su suma cuando es convergente?
Veremos una serie de criterios que nos permitirdn responder a la primera pregunta para muchas
series, pero en casi todos |os casos necesitaremos de calculadora u ordenador para dar simplemente
un valor aproximado de la suma de una serie convergente. Dos casos en que se puede sumar la serie
(excepcionales, porque podemos encontrar una expresion manejable de la sumas parciaes) son:

Series geomeétricas (progresiones geomeétricas de infinitos términos):

1K

+1 .
r" = 1+r+r?+... | Setiene sirt 1, que Sk=", -Portanto,| si |r|<1, n__1

o T

3
1 Do

T QDo

0

Y s |r|31 diverge, a hacerlo S¢ (tambiéns I’Zil: 1+1+1+... ® ¥ , 1-1+1-1+... diverge)

Con lo anterior vemos que 1/5+1/52 +1/53 +... = 1/5 § a (é) 5 1 1/5 _Z =0.25 como sospechabamos.

Series telescopicas: é:[bn—bml] , entonces Sy = [by—D,]+[b,—bs]+...+[b Dy 1] = b1y

Por tanto, la serie converge s y solo si {b,} convergey entonces su sumaes. | b, — lim bn

¥ ¥
¥ 1 _ for1r 1q_. o1
Ejemplos Q2 & [n 1l =1 rlngr?é n-1
< n b4 , , :
a In; = a [Inn-In(n+1)] esdivergente, porque Inn diverge hacia +¥ .
n= n=

Salvo en estos dos casos nos conformaremos con saber si la serie que tratamos converge 0 No 'y con
la cal culadora para aproximar su suma (cuando veamos series de Taylor en el capitulo 4 conoceremos
la suma de alguna otra serie). Lo que sigue son |os criterios méas importantes para distinguir las series
convergentes de las divergentes (hay mas, pero aplicables en muy pocos casos préacticos).
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El primer criterio permite identificar un monton de series divergentes (muchas veces asimple vista):

Teor | g 34, esconvergente P a® 0 | [ Laimplicacion opuestad teorema (U ) esfalsa]

[Para que pueda ser algo finito la suma de infinitos nimeros es necesario (no suficiente) que sean muy peguefios]
Como a, = Sp—S,_1, entonces a,® 0, pues S, y S,_1 tienen, desde luego, el mismo limite.

n+l
20000n es divergente, porque €l término general a, notiendea 0 (tiendea 55~~~ 20000 ).

a (—1)ne1/ N diverge, porque a, tampoco tiende a0 (ni anada; los parestienden aly losimpares a-1).

Ejemplos: a

Veamosque U esfalso, 0 sea, que no basta que el término general a,® 0 paraque la serie converja.

¥
Paraello bastaun contragjemplo: |a"seriearménica’ | & = 1+ 5 + % +... | diverge

Sumamos nlmeros que tienden a 0, pero a pesar de ello la suma es "infinito" [es imposible verlo con calculadora:
S1=1, Sp=1.5,..., $10»2.929,..., S100»5.187,..., S1000» 7.485,... no parece estabilizarse, pero los términos muy
altos acabarian por no afectar al nimero de la pantalla, ya que la calculadora maneja sdlo unos cuantos digitos]:

111111

Consideremos la serie l+ tata é tgtgtg 8 + ..., de sumandos menores que los de laarménica.
. _ 1 l 1.1 1 n
Tenemos entonces que: S, = 1+ L Sp> 1+1 5*t5, Sg> 1+ to 5 Son> 145

Y por tanto la sucesién de sumas parC| iales de la serie armonica diverge (ni siquiera esta acotada).

SERIES DE TERMINOSPOSITIVOS, | a,=0 | [odetéminosnegativos, pues &a,=—a (—a) ].

Observemos gque entonces las sumas parciales forman una sucesion creciente. Veamos varios criterios
de convergencia. El primero eX|ge saber algo de mtegralesy l[imites defunC| ones, pero o necesitamos
paratratar lasimportantes series & (1/n°) . Se define o f(x)dx = lim 0, f(x)dx s € limite existe y
entonces diremos que laintegral es convergente. Este crlterlo ademas es de los pocos que dan una
cotade error cometido a sustituir lasuma S de la serie convergente por lasumaparcia k-ésima

criterio

¥
integral: | Seaf(x) funcion positivay decreciente parax® 1. Entonces la serie a f(n) converge

U ¢ f(x)dx converge. El error estéacotado por ¢),; f(X)dx £ S-Sy £ ¢ f(x)dx .

No lo demostramos. Recordando € significado geométrico
delaintegra, esintuitivamente claro a partir del dibujo:

f(x)

1
1nS
Si s£0, e término general notiendeaOy laseriediverge. | 1 2 3 4 k k+l
Si s>0, lafuncion f(x)=x—> espositivay decrecientey aplicamosel criterio anterior:

§ 81, gxSa=2 [0 5 s =1, gpxtax=1Inb.
Cuando b® ¥ , laprimeraintegral tienelimites sS1y ® ¥ s 0<s<l. Lasegunda® ¥.

converges s>1y diverges s£1

T Do

. . s 1 1 1 1 Lo
Ej. Supongamos que para sumar la serie convergente a —5 = 1+* +57 g T SUMAMOS 50 términos.
n=1n

Obtenemos Sg(=1.201860... (',Qué error E hemos cometido? El criterio integral nos dice que:
051 X k=5 [xP]gy = 2.5 = 0000192... £ E=S-Sg0 £ G50 X k=3 [-x "] =, - 5= 0.0002

El valor delasuma S (que no podemos hallar exactamente) estd comprendido entre 1.202052... y 1.202060...
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En los dos siguientes criterios compararemos nuestra serie con otra cuya convergenciaconozcamos

(normalmente con las & (1/nS) ; por eso serdn adecuados cuando hay como mucho potenciasde n ; si aparecen términos
mayores, como n en los exponentes o factoriales, suele ser mejor utilizar €l cociente o laraiz que luego veremos).

criterio de o o ¥ ¥
comparacion por | S OEa,£b, , entonces a b, convergep aa, converge y 4 a, £ aby
desigualdades: n=1 n=1

(Y por tanto & &, divergep &b, diverge).
[Pero no se obtiene ninguna conclusién de que la mayor diverja o de que lamenor converja.
Sean S=ay+--+a, T=b+ -+by . Son sucesiones crecientescon OESET, . Entonces:
Ty convergente b Ty acotada b Sy acotada b Sy convergente y  limS £1imTy .

Ejemplos § 37*L converge, pues 0£ Senn+l £-2 ysbemosque 4 % =28 = converge
' n3+n 3 n3 n3 )

" +
a n721 diverge, yaque 713 % y laseriearmonicadiverge (de L13 % no sacariamos nada).
n n

Lo podiamos afirmar sin el criterio: la sumade una seried a, convergente y otrad by, divergente es divergente
(s convergiese, &[an+bp]—A&a, =aby, convergeria) y esto eslo que le pasaanuestraserie: Q | % + ?] .

[Que conste que la suma o diferencia de dos series divergentes si puede ser convergente].

Trabajar con desigualdades puede ser complicado, por eso suele ser bastante mas Util:

criteriode Sean a,b,20 y lim i = ¢ (finito) . Entonces:
comparacion por o
paso al limite: S c0, aa, convergente 0 ab, convergente

Si c=0, ab,convergente b A &, convergente

Si >0, para "N, E£i£% p 0£Sby£a £3b, yaplicamose criterio anterior.
Si c=0, para n® N, 0£ £1D O£ &, £ b, yotravez € criterio.

La parte del criterio con ¢>0 permlte determinar la convergencia de muchas series a simple vista,
fijandose sdlo en los términos nS que "mandan” en numerador y denominador:
.. o n-1 . n _1 a1 _n-1 P an

E: a "2 diverge, porque an~ﬁ =5 , es decir, = on ® 1>0 (an~bn representara que bn® c0).
[La comparacion por desigual dades no es adecuada a este caso (pues de la acotacion senci Ila an£ U/n no sale nada);
en cambio, e paso al limite no lo es parael primer ejemplo del criterio anterior (yaque & (senn+1)/(n3+n) no
separecea 1/m3 pues a,/(1/n3) no tiene limite; ésta esla situacion tipica para utilizar desigual dades)].
2 5Vn-173 1 & _ 5-173/n

n2+cosn CONVErge, PUeS &~ 372 ( 1/n3/2 " 1+cosn/n?

[Unos cuantos a,<0 no impiden aplicar criterios de términos positivos; la convergencia se mantiene quitandol os).

& o P p a1
Un2 ® g »yaque arctann n(g¥ 5 )y an2 €es convergente.

o 1
® 5>0 ad—55 esconvergente.
)y 32 g

2 arctann

1
converge, pues ~"5 ues
4243 ge, pues &~ 5 (p

Cuando los términos que dominen contengan logaritmos habra que aplicar la segunda parte (la de
c=0) de este criterio (porque Inn no es parecido a ninguna potenciade n):

. & Inn Inn/n4 _Inn o 1
E: a v converge, pues 3~ ®0y a 3 converge.
5. dlverge pues Inln/?n _Inn ® 0y a = (maspequena) diverge [0 por desigualdades][o por € integral].

2 Inn Inn/n? _lInn
a w2 converge, pues 132 T oll2 ® 0y a 3/2 converge (para ésta hemos tenido que afinar un poco

pues a1un? es convergente pero mas pequefia que lanuestray aln es mayor pero divergente).
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SERIES DE TERMINOS CUALESQUIERA.
Dada & a, podemos considerar la serie, de términos positivos, de los valores absolutos & [an| .

Teor: | 3 |a,| esconvergente b & &, esconvergente | [ Laimplicacion opuestaesfalsa]

0 £ ay+lan| £ 2lan| , & [an| converge b &[ay+|an[] converger &[an+[an[l-& |an| = & & converge

U esfalso: pronto veremos series convergentes pero tales que & |a,| diverge. Diremosque a &, es
absolutamenteconvergente s & |a,| €s convergente (absolutamente convergente b convergente).
Diremosque & &, es condicionalmente convergente si converge, pero no absolutamente.

1
n2+1

: a ("

es absolutamente convergente (y por tanto convergente) pues a n21+1 converge (a,~ nflz )

a &ﬁn sin signo definido. a JC;%I £a (% )n geométrica convergente b a |an| convergeb a a, converge.

3
a Consn .De & J%I no sacamos hada (es£ & % divergente). No sabremos en este curso decir Si converge.
g n+11 1.1 g1 . .
a () "y = 1- 5*t3 .. O es absolutamente convergente (& n diverge), pero converge condicionalmente
n=1

(hacia In2 como se veraen series de Taylor) por el siguiente criterio para series alternadas ( +—+—+—... ):

criterio de ¥

Leibniz: Si {&,} 2 0 esdecrecientey r&!@”i a, =0 entonces é’}l (—1)”+1aq = ay—&pt+ag—... converge

Esfécil ver que por ser {a,} decreciente: @
SESHEESoRE - ESon1EESZES ‘ FAN N

Como Spn Y Spone1r SON mondtonasy acotadas convergen (al mismo S, 54’[ S5 31

limite, pues Sn+1—Son = &n+1® 0), con lo que la serie converge. S

Sea S susuma. Seveque paratodo n es| S)HESESyn+1 | . Setiene ademés parad error |S-Sy| :

El error absoluto cometido al sustituir S por Sy es menor que & primer término ay+1 que se omite

0ES-SonESon+1—Son=apn+1 P |S-SonlEaon+1 ; OES 2n1—-SESpn-1-Son=apn P |S-Son-1[E a0 .
Por tanto, " N, par o impar, |S-Sy|Eay+1 -

[Si laserie esdelaforma a (—1)naq =—y+tap—... , € criterioy lacotadel error absoluto son los mismos.

No olvidemos que esta cota tan sencilladel error sdlo se tiene para estas series de Leibniz. Paralas series de
términos positivos convergentes las sumas parciales Sy, se van acercando ala sumaformando una sucesion
crecientey € error S\=S es, por tanto, mayor que el siguiente término an+1 ; € Unico criterio que nos ha
dado una cotadel error es el integral (pero es un criterio aplicable amuy pocas series)]

. ¢ (i , . .

Ejemplos: a n2+1  yavimosqueera absolutamente convergente; también podemos ver que converge por Leibniz,
n=1

1

yaque es aternada, 241 ®0y "n es nTlﬂ > m (el denominador de la segunda fraccion es mayor).
- - 11,1 1 11,1, ,

Estimemos el valor de su suma. Por gjemplo, sabemos que: 575 %10 17 < S< 5>~5%10 es decir,

0.341176..< S< 0.4, acotacion nada precisa; si 10 que queremos es hallar S con un error menor que 103

1 1 ~ 2 .
debeser a1 = yqj7e1 <1000 U [N+1]°>999 . Estosucedesi N?31 (pues 312=961 , 322=1024 ).

Hay que sumar 31 términos [ con ordenador (0 mucha paciencia), Sz = % —% +.o+ sz » 0.364].

Pl
[

+

NN

[ N

%— - +§—% +... esdternaday an® O, pero no podemos aplicar Leibniz por no ser decreciente.

De hecho diverge: =1, S4=1+% 82n=1+...+% ® ¥ cuando M® ¥ .
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Para las series (de términos positivos 0 de signo no definido) con n en los exponentes o factoriales
son muy (tiles los dos siguientes criterios (paralas parecidasa a[1/nS] no sirven):

criteriodel | Sea Iim Pl = ¢  Entonces si r<1, a a, converge (absolutamente)
cociente: ne¥  |an| _ i B .
si r>1 (6 r=¥ ), aa, diverge

(ys r=1, € criterio no decide: |a serie puede converger o divergir)
r<l:sea s con r<s<l.$Ntal ques r®N entonc& [an+1|/ |an|£s %decw [Bn+1] £s|a1|
Por tanto  |an+k| £ £ |lon| s n3N Asi: a A [an] = lanlHan+alt. . |aN+k|£|aN|a <,
n= ¥

serie geometrica convergente b . & [an| también converge b é’ll & converge.
n= n=

r>1: $N tal quesi N es J%'>1,osea, lah+1|> Jan| Yy notiendea O & término general.

Cuando se vean muchas potencias n-simas (y no factoriales) en la serie conviene utilizar:

f;'rt bty e Seq lim Vial =1 . Entonces s r<1, & &, converge (absolutamente) y i r>1, & a, diverge

(y si r=1, de nuevo no sabemos; casi siempre es r=1 alavez utilizando €l cocientey laraiz)
n Ny s b4 g
r<s<1: SN/ N, Vil £ S, Jan|ES" P a |an| converge p a |an| converge p a & converge.
n=| n= n=

1 $N/eN, Vil >1, Jas|>1 ynotiendea O e término generdl.

® 1. Ni cocienteni raiz deciden.

: 8 1 ln+1] _ @1 nS n n
Ejemplos: a — . = ® 1: 4 =4/
jemp S ian| &  ()S [anl e =

o (3 Ja+1] _ 3™l 3+nl _ _ 3/nl+1
3enl  ja] | 3Hn+D)! 30 _33/n!+n+1® 0. Es convergente (absolutamente).

[Por Leibniz es complicado y con laraiz no lo sabemos hacer pues desconocemos como va (n!)

o nl &1 _  (ntL)! nN n" 1 1
— — = — = = = <
a mn ()™ Nl (e (n+;)n ® 3 1. Converge.
n

(n 1/ n)s

1/n]

[Y depaso deducimostambiénque n!/n" ® O, limite que no estrivial calcular]

o 1
(Inn)n

n
. \/;, Inn ® 0. Converge.
2 n 2 2 1—(n+2)/2y—2n/(n+2) -
[n+2]n . \/;ﬂ:[l_ﬁ]n:([l—@] (n+2) ) ® e2<1.Laserieconverge.

n
& nan7-Vn \/Iahl=2[7*‘1/2]1/”:27—1/"1’2® 2 obien,

A

[Pn+a] _
=2 Al ® 2 (porque 7VVn*1 ® 1 [el exponente ® 0] ). Diverge.

Ienl

n n
% \/;1 = n:;l /n ® 1. Laraiz no decide (y eso que tenia pinta de ser € criterio adecuado).

Cuando r=1 probablemente haya que aplicar desigualdades o paso a limite:

por £ AT, =Zyald b I d

or £:° 01 P 1T Y a = divergenteb lanuestraes divergente.
(N2

Por ® : 1 ~n (puesto que - —[ ] ® e) b lanuestradiverge.
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En los dos siguientes discutimos la convergencia dependiendo de los valoresdelos a y b que aparecen:
[nea] _ (120" _ (L+1m)@ o (nl/ny? a

a*,con a>0,bt0. = = ob|en*/_
pbn an| na|b|n+1 b] |b| ( al = Ib| |b| )

Cocientey raiz dicen que la serie converge para [b[>1 (y deaqui n&b" ® 0 para|b|>1)
y que diverge para |bl<l. Para b=t1 los criterios no deciden, pero esté claro que diverge
porque el término genera no tiende a 0 (bastaba esto paradecir que divergiapara |b|£1).

30" ] _ ™+t _ Jb|
ntt e |b|"/n! n+l

Por tanto, b"/n! ® 0" b, otro limite no facil de calcular directamente.

® 0. Convergente paracualquier b, por gordo que sea.

Estos gjemplosy otros que hemos visto nos permiten comparar larapidez con que varias sucesionessevan al ¥ .
El simbolo << representard que lo de laizquierda dividido entre lo de laderechatiendea O cuando n tiendea ¥ :

Inn << n& a>0 << b, b>1 << n! << nN

Acabamos con dos "series de potencias’ (las trataremos afondo en 4.3). Estudiemos paraqué x convergen:

2n 212 2 2
2 X [an+1] [X]4n | [x X 1/n12 2
a . = ; \/ ues [n*N[“® 1°.
42 ° jan| 4(n+1)2 Ml =gnom © T4 P (]
Por tanto, la serie converge si |x|<2y divergesi |x|>2.Si [x|=2 ( x=£2) estos criterios no
deciden, pero entonces & 1/n? converge como ya sabemos. En resumen, convergesi X1 [-2,2] .

n
aﬁ . Si|x|<1, Jli% <|x|" y a|x|" geométricaconvergente P la serie converge (absolutamente).
- 1 1 1 2 1 ;
Si x=1, & Inn diverge, porque inn>n Y @, esdivergente.
_1\Nn
Si x=—1, a (lm)] converge por Leibniz(ﬁ ® 0 y esdecreciente porque Inn crece).

Si |x[>1, el término general notiendea O (puessi [x[>1 es Inn<<|x|")y diverge.
Laserieconverges xi [-1,1).

[Cuando estudiemos laregla de L'Hopi taI Io natural sera aplicar cociente:

[Pr+1] _ Inn CUx X+l

len| =K |In(n+1) ® | porque i In(x+1) = 1(x+1) =% X

=1].



